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Abstract

Tento dodatok dokumentuje dve komplementarne nerovnosti pouzité v konsolidovanom
¢lanku:
1. pre primoridly n = [[, ., pi plati logn = 0(px) < px;

2. pre najmensi hypoteticky proti-priklad Robinovej nerovnosti N plati pp, = P(N) <
log N.

Prezentacia je samostatna a ponechava iba kalibra¢ny jnin = 2 vypocet pre delta-korigovany
beta obal.
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1 Uvod

Opakujicou sa zlozkou hlavného textu je porovnanie medzi najvacsim prvociselnym faktorom
pi Cisla n a logn. Pre primoridly klasické explicitné odhady Chebyshevovej funkcie davaju

logn = 0(pr) < pr-

V dokaze Robinovej nerovnosti vsak nepotrebujeme dokazovat opacni nerovnost pre kazdu
kandidatsku triedu zvlast. Staci ju dokazat pre najmensi hypoteticky proti-priklad N. Préave
pre tento objekt d4 minimalita spolu s kone¢nou kontrolou okraja pri Robinovej hranici priamy
mostik

pr = P(N) <logN.

Na konci dodatku ponechavame iba jnin = 2 kalibraciu pre delta-korigovany beta obal; nejde o
samostatny dokaz mostika pre vSetky kandidatske profily.

2 Dokaz 1: Pren =2x3 x5 x7x--- X p; plati log(n) < px
Tvrdenie. Nech n je sucin prvych k prvocisel:
n=pip2- Pk,

kde pg je k-té prvocislo. Potom plati
log(n) < pi-
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Dokaz.

1. Vyjadrenie log(n) ako sicet. Vyuzitim vlastnosti logaritmu pre siéin:
log(n) = log(p1) +log(p2) + - - - + log(pk)-

2. Definovanie Chebyshevovej funkcie 6(z). Chebyshevova funkcia je definovana ako

O(z)= > logp.
p<x
p je prvocislo

Pre x = py:

k
O(pr) = Z log p;.
i=1

3. Uplatnenie explicitnej Chebyshevovej hranice. Klasické explicitné odhady pre 6(x)
v rozsahu pouzivanom v tejto praci davaju

O(x) <z
Preto pre x = py:
0(pr) < pr-
4. Zaver nerovnosti. Teda
log(n) < pk-

Rozpisané kroky.

1. Stcétova reprezentacia:
logn = Z log p;

i<k

podla pravidla logaritmu stc¢inu.

2. Chebyshevova funkcia:

O(z) = logp,  logn =0(pg).

p<w

3. Klasicka hranica: Klasické explicitné odhady pre 6(x) v linii Chebyshev—Rosser—
Schoenfeld-Dusart davaju 6(x) < x v potrebnom rozsahu, preto logn < py.

4. Poznamka: Ostrejsie explicitné hranice si k dispozicii, ale tu nie st potrebné; striktna
nerovnost postacuje.

3 Dékaz 2: Najmensi Robinov proti-priklad spiia p; < log N

Definujme

G(n) == ﬂ_
nloglogn

Predpokladajme sporom, Ze Robinova nerovnost zlyha, a nech N > 5040 je najmensi proti-

priklad:

G(N) > €7, G(m) < e’ (5040 < m < N).

Nech
pr = P(N)



je najvacsi prvociselny delitel N. Nech a > 1 je exponent, s ktorym sa pg vyskytuje v rozklade
N. Polozme
M= —.
Pk
Pred samotnym dékazom si rozlozme, ¢o treba ukazat. Cislo M vznikne z N odstranenim
jedného faktora pg. Ak by platilo pr > log N, chceme ukézat, ze tento prechod z M na N v
skutoc¢nosti zmensi normalizovany Robinov pomer:

G(N) < G(M).

To by bol spor, lebo N sme zvolili ako prvy mozny proti-priklad nad 5040, zatial co M < N.
Dékaz preto sleduje dva efekty naraz: pridany faktor py vie zvysit o(n)/n iba o maly nasobok,

prevazi.

Lema 1 (Mostik pre najmensi proti-priklad). Ak M > 5040, potom
pr < log N.

Proof. Predpokladajme opacne, ze
pr > log N.

Tu slovo “minimalita” znamend iba toto: N je prvé cislo vacsie nez 5040, ktoré by Robinovu
nerovnost porusilo. Kazdé ¢islo m s 5040 < m < N ju teda neporusuje. Kedze M < N a
M > 5040, dostavame

G(M) <eé.

.....

podiel o(n)/n, ale pri velkom pj len velmi mélo; zaroven vsak zviacsi menovatel loglogn. Ak
pr > log N, druhy efekt je silnejsi.
Najprv odhadneme zmenu v ¢itateli G, teda v podiele o(n)/n. Zapisme

N =piu,  pefu

Potom
M = N = pzflu.
Pk
Funkcia ¢ je multiplikativna na nestdelitelnych faktoroch, preto
o(N) _ a(p}) o(u) o(M) _ o) o(u)
N P u M Pt u

V pomere sa teda faktor o(u)/u vykrati:

AN o)/
o(M)/M — o(p") /it

Pre prvocislo p plati

a(p®) 11 1 1—p(eth
=l4+-+=+-t—-—=—r
p P pe 1—pt

lebo delitele p® st 1,p,p?,...,p% a posledny tvar je koneény geometricky rad. Preto pre pr-
vociselny faktor p; dostdvame

—(a+1
o(pp)/pf  1—pg Y
o N/t 1-p" n




Poslednt nerovnost overime bez preskoku. Polozme t = 1/py. Potrebujeme

1—ta+1
— <1+t
11—t — +

Kedze 0 <t < 1, mame 1 — t* > 0, takze mdzeme néasobif kladnym menovatelom. Nerovnost je
ekvivalentné s
1— 9T < (1 41)(1 —t%).

Rozdiel pravej a Tavej strany je
(T+H)(1—t%) — (1 —t"")y =t —t* > 0.

Teda hranica naozaj plati. Preto

N)/N 1
dMN 1
o(M)/M Dk
Toto znamend: pridanim jedného faktora py moze o(n)/n nardst najviac o relativny faktor
1+1 / Pk -
Teraz zapocitame menovatel loglogn. Z definicie G najprv priamo dostavame
o(N)
G(N)  Nloglog N
G(M) o(M)
M loglog M

Tento podiel rozdelime na ¢ast patriacu k o(n)/n a na cast patriacu k loglogn:

G(N) o(N)/N loglog M

G(M) ~ o(M)/M loglogN "

Prvy faktor meria, o kolko méze narast o(n)/n po pridani faktora py. Druhy faktor je mensi nez
1, lebo M < N, teda loglog M < loglog N. Spojenim s predchddzajicim odhadom pre o(n)/n

dostavame
G(N) < (1 1 > log log M

GM) — pi/ loglog N~

Od tejto chvile teda staci ukézat, ze pokles v druhom faktore je va¢si nez mozny nérast 14 1/py.
Teraz tento druhy faktor prepiSseme iba pomocou log N a log pg. Polozme

L :=logN, s := log pg.
Kedze M = N/py, po zlogaritmovani mame
logM =1log N —logpr =L — s.

Preto
loglog M = log(L — s), loglog N =log L,

a teda presne
loglog M log(L — s)

loglog N~ logL
Vnutorny predpoklad sporu je
pr > log N.
Kedze L = log N, znamena to
Pk > L



Po zlogaritmovani dostavame
s =logpg > log L.

Teda ak by pg bolo aspon také velké ako log N, odstranenim faktora pg by sa hodnota log N
zmensila aspon o log L. Kedze M = N/py > 5040, médme pr < N, a teda 0 < s/L < 1.
Nasledujtica logaritmicka tdprava je preto legitimna.

Odhadneme teraz pokles faktora loglog. Pouzijeme standardnt nerovnost

log(1—2) < —x 0<z<1).

V nasom pripade bude
r=—.
L
Podmienka 0 < = < 1 je splnend, lebo vyssie sme ukdzali 0 < s/L < 1. Najprv prepiseme

argument logaritmu:
s
L-s=L(1-2).
’ < L>
Preto z pravidla log(ab) = loga + log b dostavame

log(L — s) = log L + log (1 — Z)

Teraz pouzijeme log(l —xz) < —z s x = s/L:
s s
og(1-2) < -2,
0g< L) =L

log(L —s) <log L — %

Teda

Kedze N > 5040, méme L = log N > 1, a preto log L > 0. Po vydeleni kladnym ¢islom log L

dostavame
loglog M log(L — s) <1 s

loglog N~ logL ~—  LlogL
Toto je kvantitativny pokles druhého faktora v pomere G(N)/G(M). Takze cely pomer

G(N)/G(M) méa horny odhad
con < (14 3) (- zgz)

Zostava ukazat, ze prava strana je mensia nez 1. Oznacme

L S
" LlogL’

Potrebujeme

(1+1)(1—A)<1.

Pk
Tato podmienka uz nie je nova myslienka, iba algebra. Naozaj,

1
pr+1

1 1 1
(1+)(1—A)<1 = <A(1+) = A>
Pk Pk Pk

Po dosadeni A = s/(Llog L) je to ekvivalentné nerovnosti

s(pr +1) > Llog L.



Tato poslednd nerovnost uz priamo vyplyva z pr > L a s = logpg > log L. Prvy krok pouziva
s > log L, druhy ostry krok pouziva pp + 1 > L:

s(pr+1) > (log L)(pr, + 1) > (log L)L = Llog L.

Preto (N

g < 17

G(M)
¢ize G(N) < G(M) < e?. To odporuje vyberu N, pretoze N bolo vybrané ako proti-priklad a
teda malo spliiat G(N) > e?. Musi teda platit px < log N. O

Okraj pri hranici 5040. Minimalitny krok pouziva iba hodnoty m > 5040, preto je v leme
explicitne uvedend podmienka M > 5040. Zostavajuci okraj M < 5040 je koneény a viazany na
zndmu hranicu Robinovych vynimiek. Pre pevné M plati

o(M) n 1
G(Mq) < M (1+q) loglog(MQ),

a prava strana je pre rastuice ¢ klesajica. Pripustné tu znamend, ze ¢ je prvocislo, ¢ > P(M),
Mg > 5040 a ¢ > log(Mgq), takze ¢ mdze byt najvacsim prvoéiselnym delitelom P(N) v
okrajovom pripade N = Mygq. Stac¢i teda skontrolovat prvé pripustné prvocislo g pre kazdé
1 < M < 5040. Ide o doslovnii kone¢nt kontrolu celych ¢isel 1 < M < 5040; monoténnost vyssie
potom pokryva vSetky vacsie pripustné prvocisla. Pri tejto kontrole nevznika proti-priklad; na-
jvacsia hodnota je pri M = 5040, ¢ = 11, N = 55440:

G(55440) ~ 1.75125 < ¢” ~ 1.78107.

Tento konec¢ny okraj je oddeleny od asymptotickej lemy vyssie.

Dosledok pre hlavna pracu. Ak findlny Mertensov krok da pre najmensi proti-priklad N
odhad
o(N)

——~ < ¢e"log p,
N ¢ 08Dk
potom Lema [1| spolu s kone¢nou kontrolou okraja vyssie dava
e’ logpr < €’ loglog N,

a teda

N
05\7) < e7loglog N,

¢o je spor. Preto kriticky mostik pr < log N v hlavnom dokaze nemusi byt dokazovany pre
kazdu kandidatsku triedu zvlast; staci ho mat pre najmensi hypoteticky proti-priklad.

4 Kalibracia profilu j,,;,, = 2 pre delta-korigovany obal
Opraveny numericky obal cez posledné prvocislo ma tvar
Ag
Br < (7 + Ag) log px, €= — R 0.005558981456720.
e

Na prevod tohto beta obalu do ostrého ciela

Br < €7loglogn



samotny mostik py < logn nestaci. Postacujici silnejsi mostik je

logn > p,lfso.

Potom totiz loglogn > (1 + &¢) log pg, a teda
eV loglogn > (€7 + Ay) log px.

Pre kalibrac¢ny profil s miniméalnym exponentom jm,i, = 2 na celom prvociselnom nosici
o 2
nz:=[[ »
P<pk

plati
logng = 2 Z logp = 260(py).

P<Dk

Pre tento kalibra¢ny profil je prahova podmienka na pohltenie delta-korekcie

20(pr) > pp°.

Ekvivalentne,
loglog ne = log(20(pg)) > (1 + &¢) log pi.
Po vynéasobeni e7 dostavame

€7’ loglogng > (€7 + Ap) log pk.

Toto je rezerva, ktort jmin = 2 benchmark dodéva voéi delta-korigovanému beta obalu. Vypocet
je iba kalibracia prahu pre tento benchmarkovy profil, nie Strukturdlne tvrdenie o rozlozeni
exponentov Robinovho kandidata. Samotny mostik pr < log N pre najmensi hypoteticky proti-
priklad zabezpecuje Lema [I] spolu s kone¢nou kontrolou okraja pri 5040.
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